TEORIA DE LA MEDIDA

Aproximacion de funciones continuas mediante polinomios

Si g es una funcién con valores reales y definida sobre un subconjunto de nidmeros reales,
denotaremos por ¢*) a la derivada de orden k de g, en donde k € N. g(© representara a
la funcién g misma. Si g estd definida en un intervalo cerrado [a,b], g**)(a) denotard a la
derivada por la derecha de g en el punto a y g(k)(b) denotard a la derivada por la izquierda
de g en el punto b.

Proposicién 1. Sea f : R — R wuna funcién continua, nula fuera de un intervalo (—d,d),
donde d > 0.

Para cada n € N, definamos las funciones p,, : R — R y f,, : R — R de la siguiente manera:

{ B ) six € [—2d,2d]

[0, (4d2—y2)"dy
0 en otro caso

P(x) =

falw) = [2, f(t)p,(x — t)dt
Entonces f,, converge uniformemente a [ en cualquier intervalo [—c,c|.

Demostraciéon

Observemos primero que cada funcién p,, es no negativa, continua y tal que [ _OOOO P (x)dx = 1.

Se tiene 1 — 22 = (1 — |z|) (1 + |z|) > 1 — |=| para cualquier z € [—1, 1], asf que:

[ = )" de = 220 %, (1 g ) dw 2 22 [, (1= | 55]) " da

22nd2n

> 2% g 02d (1 - ;_d)n dr = =5

Por lo tanto, para ¢ € (0,2d] y = € [d, 2d], se tiene:

(4d27x2)n < (4a2752)n < n+1 (4d2 . 52)71

xTr) = a < - < 141
p’ﬂ( ) Egd(4d2—y2)"dy ffgd(4d2—y2)"dy 22nd2n

=(n+1) (1—%)71

Asi que p,, converge uniformemente a 0 en el intervalo [0, 2d].
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Sea ¢ > 0, entonces f es uniformemente continua en el intervalo [—c — 2d, ¢ + 2d]. Por lo
tanto, dada € > 0, existe 6 € (0, 2d) tal que |f(z) — f(y)| < § para cualquier par de puntos
x,y € [—c — 2a,c+ 2a] tales que |z —y| < 0.

Sea M una cota de f.

Como p,, converge uniformemente a 0 en el intervalo [0, 2d], existe ng tal que p,(x) < m

para cualquier = € [d,2d] y n > ny.

Sea x € [—c,c|] y n > ng, entonces:
F@) = fule)] = | £@) = [ FOpae — et
= |7@) [ pulw)du = [, J (@ = w)p,(u)du]
= |/ @) = f (@ = w) g, ()

— /5 [f@) = fl@ = w)] p(w)du
< [l f(@) = f@ = w)] p,(w)du
+ 751 (@) = flz —w)] p,(u)du

+ 15 f(x = u)| py(u)du
§2Mf:25dpn Ydu + £ f(spn du—l—QMf P (w)du

<4Mf5 pp(u)du+5 < 5+ 5=

Asi que f, converge uniformemente a f en el intervalo [—¢, ¢|.

Corolario 1. Sea f : R — R una funcion nula fuera de un intervalo (—d,d), donde d > 0,
continua y derivable de orden r con derivadas continuas hasta el orden r.

Para cada n € N, definamos las funciones p,, : R — R y f,, : R — R de la siguiente manera:

<4d2—z2)n .
{ m S1T € [—2d, Qd]

0 en otro caso

pn(T) =

= [ f(t)pa(x — t)dt

Entonces f* converge uniformemente a f®) en cualquier intervalo [—c,c|, para cualquier
ke{0,...,r}.



Demostracion

Para k € {0,...,r}, sea g, : R — R la funcién definida por:

r T icién anterior nverge uniformemente en cualquier interv. —c, cl.
Por la proposicién anterior g, ; co formemente a f*) en cualquier intervalo ,

Ademis, tomando § > 0 arbitraria, se tiene:

= [Z_fO)p,(x—t)dt = [ p,(u)f(z —u)du

- frwa>f@—uMu

La funcién g(u, z) = p,(u) f(z —u) es continua en (—2d — ¢ — 0,2d + ¢+ ) X (—c — 6, ¢+ 6)
y derivable en x, hasta el orden r, con derivadas continuas hasta el orden r, para cualquier
x € (—c—0,c+0), asi que, para cualquier z € [—c¢, ], se tiene:

@) = [257° pu(w) fP (@ — wydu = [ p,(u) f® (@ — u)du
= [ OO p,(x — t)dt = goi()

Por lo tanto, f\") converge uniformemente a f*) en el intervalo [—c, c].

Corolario 2. Sea f : R — R una funcion nula fuera de un intervalo (—d,d), donde d > 0,

continua y deriwable de orden r con derivadas continuas hasta el orden r. Entonces existe

. . . k . .
una sucesion de polinomios p, tales que p%) converge uniformemente a f*) en el intervalo

|—d, d], para cualquier k € {0,...,r}.
Demostracién

Consideremos las funciones p,, y f, de la proposicién anterior.

Sabemos que, , para cualquier k& € {0,...,r}, f,gk) converge uniformemente a f*) en el
intervalo [—d, d].

Ademds, para x € [—d, d], se tiene:
= [Z_f)p,(z —t)dt = f f(t)p,(x —t)dt

:7—@7——ff )[4 — (@ = )°]" dt = 33 apa®
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Corolario 3. Sea f : R — R wuna funcion nula fuera de un intervalo (a,b), continua y
derivable de orden r con derivadas continuas hasta el orden r. Entonces existe una sucesion
de polinomios p, tales que pgf) converge uniformemente a f*) en el intervalo [a,b], para
cualquier k € {0,...,r}.

Demostraciéon

Sea d > 0 y consideremos la funcién:

g transforma el intervalo [—d, d] en el intervalo [a, b], asi que f o g es una funcién continua
que se anula fuera del intervalo (—d, d). Ademads, para k € {0,...,r}, se tiene:

(fog)™ = (52)" (¥ o g)

Asi que f o g es derivable de orden r y tiene derivadas continuas hasta el orden 7.

Por lo tanto, existe una sucesién de polinomios g, tales que, para cualquier k£ € {0,...,r},
q,(lk) converge uniformemente a (f o g)(k) en el intervalo [—d, d].
Sea p, = ¢, 0 g~', entonces:
k k (k)
= () @ o™

Por lo tanto, p,(lk) converge uniformemente a:

()" (Fo9)Wog™ = ()" ()" (fWog) og =¥

en el intervalo [a, b].
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Corolario 4. Sea f : [a,b] — R una funcion continua y derivable de orden r, con derivadas

continuas hasta el orden r. Entonces, existe una sucesion de polinomios p, tales que p%)

converge uniformemente a f*) en el intervalo [a,b], para cualquier k € {0,...,r}.
Demostracion

Tomemos dos puntos ¢ y d de tal forma que ¢ < a y d > b, y definamos las funciones
Jdo :R—=Ryg,:R— R de la siguiente manera:

go(x) =lag+ar(x —a) + -+ a(x —a)"] (x — ¢)" !
gp(x) = [bg + b1(x —b) + -+ bp(x — b)"] (x — d)" !
donde los coeficientes aq, a, . . ., a, y bo, by, . .., b, se escogen de tal forma que g(gk)(a) = ) (a)

y 9, (b) = f®)(b) para cualquier k € {0,...,r}.

Definamos ahora la funcién h : R — R de la siguiente manera:

ga(x) siz € c,a)

) F@) sizelab
M) =\ g(x) size(bd
0 en otro caso

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X

h es continua y derivable de orden r, con derivadas continuas hasta el orden r, y es nula
fuera del intervalo (¢, d). Por lo tanto, existe una sucesién de polinomios p, tales que p%k)
converge uniformemente a h*) en el intervalo [c, d], para cualquier k& € {0,...,7}. Asf que,
en ticul (k) if (k) . .
particular, p,’ converge uniformemente a f*) en el intervalo [a,b], para cualquier k €

{0,...,r}.



